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Рассмотрены фигуры равновесия и исследована устойчивость жидкого самогравитиру-
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1. Введение
Работа посвящена исследованию устойчивости (по части переменных) фигур относи-
тельного равновесия жидких самогравитирующих масс (жидкость идеальная несжимае-
мая). Эта задача имеет более чем трехсотлетнюю историю (см., например, историческое
введение в [21]), тем не менее, в последнее время, в связи с появлением быстродействующих
компьютеров и возможностью компьютерного эксперимента, в этих исследованиях откры-
лись новые перспективы. Однако трехмерная задача, к классическим результатам которой
относятся эллипсоиды Маклорена и Якоби, является достаточно сложной как для модели-
рования, так и с точки зрения наглядности представления результатов (см., например, [2]).
С другой стороны, известна модельная (не связанная непосредственно с вопросами космого-
нии) задача о фигурах равновесия бесконечной однородной массы цилиндрической формы,
вращающейся с заданным моментом вокруг оси цилиндра. В 1859 году Л.Матиссен [6] на-
шел, что бесконечный цилиндр с эллиптическим сечением является фигурой равновесия.
Данная задача является упрощенной формой общей проблемы определения фигур равно-
весия вращающейся жидкости, так как достаточно рассматривать плоское сечение. Также
в работе [6] впервые приведена начальная классификация фигур равновесия и приведе-
но выражение для потенциала бесконечного эллиптического цилиндра. В работе Дирих-
ле [1] было получено решение, описывающее пульсации жидкого элллипсоида. В дальней-
шем частный случай решения Дирихле для случая эллиптического цилиндра был получен
Липшицем [7], который проинтегрировал данную систему в квадратурах. С использованием
несколько иного подхода аналогичные результаты были также получены в работах Лава [8]
и Хикса [4].
Подробно задача о существовании и устойчивости плоских фигур равновесия без внут-
реннего течения, отличных от эллипса, была исследована в работах Джинса [5] и Глоба-
Михайленко [3]. В частности, в работе [5] указаны точки бифуркации (в смысле Пуанка-
ре) кругового цилиндра, в работе [3] указаны точки бифуркации для семейства эллипсов
(без внутренних течений) и приближенно построены фигуры, близкие к эллиптическим.
Других широко известных классических работ по данной тематике практически нет. Инте-
ресно, что Ляпунов, например, отнес эту задачу к математическим «курьезам». Чандрасек-
хар [21], рассматривая динамику жидких эллипсоидов с применением вириального метода,
также не рассматривал двумерный случай.
С другой стороны, двумерная задача гораздо проще с точки зрения анализа устой-
чивости и поиска точек бифуркации, а также для моделирования динамики эллиптиче-
ского цилиндра компьютерными методами. Это позволяет апробировать на данной за-
даче различные методы анализа, которые впоследствии могут использоваться в трех-
мерной системе. В работе [16] приведен численный метод поиска новых двумерных фи-
гур равновесия. Численным продолжением по параметру были получены фигуры равно-
весия, которые ответвляются от кругового цилиндра при возмущении различными гар-
мониками.
В данной работе мы исследуем возможные фигуры равновесия и устойчивость жидкого
самогравитирующего эллиптического цилиндра с внутренним полем скоростей. При этом
внутренний момент (завихренность) и полный момент импульса направлены вдоль оси ци-
линдра. Отметим, что эта задача является более естественной с физической точки зре-
ния (по сравнению со случаем без внутренних течений), так как с потерей устойчиво-
сти естественно ожидать появление внутренних течений во вновь образовавшихся фи-
гурах.
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2. Гамильтоново представление и интегралы движения
Рассмотрим жидкий самогравитирующий неограниченный эллиптический цилиндр по-
стоянной плотности ρ, уравнение поверхности которого
x21
a21
+
x22
a22
= 1, (2.1)
где предполагаем a1  a2.
Гравитационный потенциал V однородной массы, ограниченной поверхностью (2.1),
во внутренних точках с координатами (x1, x2) удовлетворяет уравнению Пуассона V =
= 4πGρ и может быть получен предельным переходом из выражения для эллипсоида, когда
одна из осей стремится к бесконечности [10, 18]:
V = −Gπρa1a2 lim
a3→∞
∫ ∞
0
(
1−
3∑
i=1
x2i
a2i + λ
)
a3
 dλ, (2.2)
где  =
√
(a21 + λ)(a
2
2 + λ)(a
2
3 + λ), G — гравитационная постоянная. Элементарное инте-
грирование дает:
V = 2Gπρa1a2
(
U0(a3) +
2x21
a1(a1 + a2)
+
2x22
a2(a1 + a2)
)
, (2.3)
где постоянная U0(a3) → ∞ (a3 → ∞ — высота цилиндра), но не дает вклада в уравнения
движения и может быть опущена.
Для трехосного эллипсоида потенциальная энергия U всей массы задается с помощью
объемного интеграла:
U = −12
∫
V ρ dx1 dx2 dx3 = − 815G(πρa1a2a3)
2
∫ ∞
0
dλ
 . (2.4)
Устремляя a3 → ∞, получим потенциальную энергию на единицу длины для эллиптиче-
ского цилиндра [7]:
U(a1, a2) = 4Gm2 ln
a1 + a2
2 , (2.5)
где m = ρπa1a2 — масса на единицу длины цилиндра.
Жидкий цилиндр — система с бесконечным числом степеней свободы, однако уравне-
ния Лагранжа–Эйлера допускают частное решение, которое описывается конечным числом
динамических переменных и линейно зависит от начальных условий [1] (современное изло-
жение см. в [2, 14]):
x (x 0, t) = F(t)x 0, detF(t) = 1, (2.6)
где x 0 = (x01, x02) — вектор начальных положений частиц, F(t) — матрица динамических
переменных.
В качестве обобщенных координат удобно выбрать полуось эллипса сечения (учиты-
вая сохранение массы a1a2 = const), ϕ — угол поворота цилиндра вокруг своей оси как
целого в неподвижной системе координат и ψ — угол, описывающий внутреннее движение
относительно главных осей цилиндра. Тогда
F =
(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ
)(
a1 0
0 a2
)(
cosψ sin−ψ
sinψ cosψ
)(
a01 0
0 a02
)−1
, (2.7)
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где a01, a02 — главные полуоси в начальный момент, ϕ и ψ отсчитываются в одном на-
правлении.
Эволюция системы в представлении (2.7) с потенциалом (2.3) описывается уравнени-
ями Римана [9]. Вследствие того, что динамика жидкости подчиняется принципу Гамиль-
тона, решение описывается канонической системой с тремя степенями свободы следующим
образом (см. например, [14], где приведена также подробная библиография).
Вычисляя кинетическую энергию жидкости с учетом (2.6) и (2.7), получим:
T = m2
(
a˙21 + a˙
2
2 + (a1ϕ˙− a2ψ˙)2 + (a2ϕ˙− a1ψ˙)2
)
. (2.8)
Выберем единицу измерения длины так, чтобы радиус эквивалентного кругового ци-
линдра был равен единице: a1a2 = a˜1a˜2r20 = r20, где a˜1, a˜2 — безразмерные полуоси, масштаб
энергии E0 = πρr20. Для краткости обозначим a˜1 = a, из условия сохранения массы с уче-
том выбора единицы измерения длины получим a˜2 = 1/a. Тогда функция Лагранжа будет
иметь вид
L = a˙
2
2
(
1 + 1
a4
)
+ 12
(
aϕ˙− 1aψ˙
)2
+ 12
(
1
aϕ˙− aψ˙
)2
− 2ω20 ln
a + 1/a
2 , (2.9)
где ω20 = 2πρG.
Переменные ϕ, ψ являются циклическими, следовательно, имеется два интеграла дви-
жения:
pϕ =
∂L
∂ϕ˙
=
(
a2 + 1
a2
)
ϕ˙− 2ψ˙, pψ = ∂L
∂ψ˙
=
(
a2 + 1
a2
)
ψ˙ − 2ϕ˙. (2.10)
С точностью до постоянного множителя pψ совпадает с завихренностью Γ (масштаб
Γ0 = r20
√
π3ρG), pϕ — момент импульса на единицу длины M (масштаб M0 = r40
√
π3ρ3G):
Γ =
∫ (
∂y˙
∂x
− ∂x˙
∂y
)
dx dy = 2pψ, M = ρ
∫
(xy˙ − yx˙) dx dy = −pϕ2 .
Определенные таким образом момент и завихренность направлены в одну сторону.
Функция Гамильтона определяется преобразованием Лежандра:
H = pϕϕ˙ + pψψ˙ + paa˙− L,
где pa = ∂L/∂a˙ = a˙.
С учетом (2.10), окончательно имеем:
H =
p2a
2(1 + 1/a4)
+ Ur, Ur =
c21
(a− 1/a)2 +
c22
(a + 1/a)2
+ 2ω20 ln
a + 1/a
2 , (2.11)
где Ur — приведенная потенциальная энергия, c1, c2 — фиксированные константы первых
интегралов:
c1 =
pϕ + pψ
2 =
Γ
4 −M, c2 =
pϕ − pψ
2 = −
Γ
4 −M. (2.12)
Таким образом, эволюция полуосей эллипса для решения (2.6) описывается гамиль-
тоновой системой с одной степенью свободы, гамильтониан которой параметрически зави-
сит от величин интегралов момента и завихренности. Если известно решение a(t) систе-
мы (2.11), то эволюция углов ϕ(t) и ψ(t) получается с помощью независимых квадратур:
ϕ˙ =
c1 + c2
(a− 1/a)2 , ψ˙ =
c1 − c2
(a− 1/a)2 . (2.13)
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3. Стационарные решения и бифуркационная диаграмма
Стационарные состояния, для которых полуоси эллипса не меняются, соответствуют
неподвижным точкам системы (2.11), которые определяются уравнениями
a˙ = ∂H
∂pa
= 0, p˙a = −∂H∂a = 0. (3.1)
Из первого уравнения находим pa = 0, следовательно, стационарные состояния опре-
деляются критическими точками приведенного потенциала Ur, т. е. уравнением
−c
2
1(a + 1/a)
(a− 1/a)3 −
c22(a− 1/a)
(a + 1/a)3
+
ω20(a− 1/a)
(a + 1/a)
= 0. (3.2)
Вследствие симметрии уравнения (3.2) относительно замены a→ 1/a, достаточно рас-
смотреть его решения на интервале a ∈ [1,+∞). Поэтому сделаем однозначную на данном
интервале замену
u =
(
a + 1a
)2
, (3.3)
где u ∈ [4,+∞). Приведенная потенциальная энергия (2.11) после замены (3.3) имеет вид
Ur = ω20 ln
u
4 +
c21
u− 4 +
c22
u . (3.4)
Замечание 1. После замены (3.3) гамильтониан (2.11) представляется в виде
H =
2u(u− 4)
u− 2 p
2
u + Ur(u),
где pu =
∂L
∂u˙
=
u− 2
2u(u− 4) u˙.
Подставляя (3.3) в (3.2), находим уравнение, определяющее неподвижные точки:
f(u) = ω20u
3 − (8ω20 + c21 + c22)u2 + 8(2ω20 + c22)u− 16c22 = 0. (3.5)
Отметим сходство этого уравнения с уравнением, определяющим регулярные прецес-
сии осесимметричного волчка (случай Лагранжа), при этом f(u) аналогична гироскопиче-
ской функции волчка, которая также является полиномом третьей степени [12]. Аналогия
между движением волчка Лагранжа и динамикой жидкого эллиптического цилиндра поз-
воляет применить сходный подход к анализу устойчивости эллиптических стационарных
движений.
Чтобы найти число корней (3.5) при различных значениях c1, c2 на интервале u  4,
вычислим на его границе значение функции f(u) и ее производной:
f |u=4 = −16c21 < 0, f ′|u=4 = −8c21 < 0.
Используя дополнительно, что коэффициент при u3 положительный, заключаем, что если
c1 = 0, при u > 4 всегда имеется лишь один корень, который обозначим u∗.
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Таким образом,
• в данном случае при c1 = 0 имеется одно (с точностью до замены a→ 1/a) двухпара-
метрическое семейство критических точек u∗(c1, c2), которым соответствуют эллип-
тические цилиндры, сохраняющие форму;
• кроме того, при c1 = 0 всегда имеется критическая точка u = 4, соответствующая
круговому цилиндру (условия существования эллиптического стационарного решения
при c1 = 0 подробнее исследуются ниже).
Согласно (2.11), тип движения (вид траектории в конфигурационном пространстве)
эллиптического цилиндра полностью определяется значением первых интегралов c1, c2,H.
В связи с этим рассмотрим трехмерное пространство, точками которого являются значе-
ния первых интегралов (c1, c2,H). Стационарные решения u∗(c1, c2) определяют в этом про-
странстве двумерную бифуркационную поверхность
H = h(c1, c2) = H|pa=0,a=a∗ = Ur(u∗(c1, c2), c1, c2), (3.6)
где a∗ получается обращением соотношения u∗ =
(
a∗ +
1
a∗
)2
. Эта поверхность отделяет об-
ласть возможных значений интегралов от тех значений, при которых движение невозмож-
но. При этом область возможных значений энергии при фиксированных c1, c2 определяется
неравенством H  h(c1, c2).
Стационарные решения, отвечающие круговому цилиндру (u∗ = 4), в пространстве
первых интегралов c1, c2,H определяют бифуркационную кривую (параболу), заданную
уравнениями
c1 = 0, Hcir =
1
4c
2
2. (3.7)
Бифуркационная поверхность (3.6) и бифуркационная кривая (3.7) совместно с от-
меченной областью возможных значений интегралов образуют полную бифуркационную
диаграмму системы, общий вид которой и различные сечения приведены на рис. 1, 2.
Рассмотрим более подробно решение, соответствующее круговому цилиндру, и опреде-
лим точки бифуркации в классе эллиптических цилиндров. Этому решению соответству-
ет линия минимума бифуркационной диаграммы (рис. 1) — ребро на плоскости c1 = 0,
к которому при |c2| < 2ω0 примыкает кривая, определяющая соответствующее круговое
решение (3.7). При |c2| > 2ω0 эта кривая располагается внутри поверхности (критическое
значение c2 = ±2ω0 определяется из уравнения (3.5) при c1 = 0, u∗ = 4).
Рис. 1. Бифуркационная диаграмма эллиптического цилиндра в пространстве интегралов c1, c2, H.
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Рис. 2. Сечение поверхности (3.6) плоскостями c2 = const. Серым цветом выделена область воз-
можных значений интегралов движения. Выделенная точка C соответствует u = 4 (круговому
цилиндру).
Уравнение бифуркационной кривой, соответствующей круговому цилиндру и получа-
ющейся сечением поверхности (на рис. 1) плоскостью c1 = 0, может быть определено явно
исключением переменной u как параметра из уравнений (3.4), (3.5) при c1 = 0:
Hell(c2) = ω20
(
1 + ln
c22
4ω20
)
. (3.8)
2
Рис. 3. Сечение бифуркационной диа-
граммы (3.6) плоскостью c1 = 0. В вы-
деленных точках происходит ответв-
ление бифуркационной кривой (3.7)
от поверхности (3.6).
Соответствующие зависимости энергии кругово-
го цилиндра Hcir (3.7) (парабола) и эллиптического
цилиндра Hell (3.8) представлены на рис. 3. Точка от-
ветвления
c2 = ±2ω0, H = ω20 (3.9)
является точкой бифуркации, в которой решение, со-
ответствующее круговому цилиндру, меняет свой тип
с центра на фокус, то есть при |c2| < 2ω0 устойчивым
является круговой цилиндр, при |c2| > 2ω0 — эллип-
тический.
При c1 = 0, u = 4 интегралы движения (2.10) пе-
рестают быть независимыми и определяют одинаковое
вращение с угловой скоростью ω = ϕ˙ − ψ˙. Для опре-
деления этой угловой скорости представим уравне-
ние (3.5) в виде
ω2u + 4ω20 = 0, (3.10)
откуда при u = 4 получим угловую скорость, соответствующую точке бифуркации:
ω2 = ω20 = 2πGρ. (3.11)
Замечание 2. Бифуркационную поверхность (3.7) удобнее строить в параметрической форме
c1(η, ξ), c2(η, ξ), H(η, ξ). Для этого из уравнения (3.5) определим c1:
c1 = ±
(u− 4)√ω20u− c22
u . (3.12)
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Подставляя в (3.6), находим
c1
ω0
= ± (ξ − 4)
√
ξ − η2
ξ
,
c2
ω0
= η, H
ω20
= ln
ξ
4 +
η2
ξ
+
(ξ − η2)(ξ − 4)
ξ2
. (3.13)
При этом область возможных значений параметров (изображена серым цветом на рис. 4) опреде-
ляется системой неравенств
ξ  4, ξ − η2  0.
При каждом фиксированном η существует ξmin, начиная с которого существует стационарное ре-
шение.
Рис. 4. Область возможных значений параметров, определяющих бифуркационную поверх-
ность (3.6).
4. Устойчивость стационарных решений
Рассмотрим теперь проблему устойчивости стационарных решений, найденных выше,
в классе возмущений, при которых цилиндр остается эллиптическим и течение описыва-
ется соотношением (3.5) (другими словами, в классе эллиптических возмущений). Как из-
вестно [20], это устойчивость по части переменных, в данном случае — устойчивость по
переменным a, ϕ, ψ. Более того, принимая во внимание, что внутреннее течение, описыва-
емое углом ψ, достаточно сложно измерить при внешнем наблюдении за эллиптическим
цилиндром, мы ограничимся лишь исследованием орбитальной устойчивости по отноше-
нию к возмущению переменных a, ϕ. В этом случае, согласно (2.11), эволюция переменных
описывается интегрируемой гамильтоновой системой с двумя степенями свободы, гамиль-
тониан которой параметрически зависит от величины интеграла циркуляции pψ =
Γ
4
:
Hpψ(a, pa, ϕ, pϕ) =
p2a
2(1 + 1/a4)
+
(pϕ + pψ)2
4(a− 1/a)2 +
(pϕ − pψ)2
4(a + 1/a)2
+ 2ω20 ln
a + 1/a
2 . (4.1)
При этом стационарные решения (3.5) являются критическими периодическими решениями
системы (4.1) (т. е. такими решениями, на которых интегралы pϕ и H зависимы).
Согласно работе [13], для анализа критических периодических решений интегрируемой
двустепенной гамильтоновой системы необходимо построить ее бифуркационный комплекс,
при этом критические периодические решения являются устойчивыми тогда и только тогда,
когда они лежат на краю бифуркационного комплекса.
НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА, 2010, Т. 6, №4, с. 807–822
Устойчивость жидкого самогравитирующего эллиптического цилиндра 815
Замечание 3. Бифуркационный комплекс строится из бифуркационной диаграммы путем
склеивания различных листов, соответствующих различным компонентам связности интегральных
многообразий (торов), т. е. в данном случае
Mh,cϕ = {(a, pa, ϕ, pϕ) : H = h, pϕ = cϕ}.
Бифуркационная диаграмма системы (4.1) строится на плоскости первых интегралов
pϕ,H при некоторой фиксированной величине циркуляции pψ =
Γ
4
. Очевидно, что эти
диаграммы являются сечением общей бифуркационной диаграммы в пространстве c1, c2,H
(см. рис. 1) вертикальными плоскостями вида
c1 − c2 = pψ = const. (4.2)
В зависимости от величины pψ они имеют различный тип (рис. 5).
В данном случае каждой точке в области возможных значений интегралов (отмече-
ны серым цветом на рис. 5) соответствует лишь одно интегральное многообразие Mh,cϕ .
Поэтому бифуркационный комплекс системы (4.1) состоит из единственного листа, кото-
рый совпадает с частью плоскости pϕ,H, соответствующей возможным значениям первых
интегралов (отмеченной серым цветом на рис. 5).
Замечание 4. Для всякого возможного значения интегралов pϕ, H , лежащих на границе,
за исключением точки C (рис. 5), соответствующей фокусу, интегральное многообразие Mh,cϕ яв-
ляется инвариантным тором (тор Лиувилля). Точке C соответствует особое инвариантное многооб-
разие Mh,cϕ , состоящее из особой точки типа фокус–фокус и примыкающего к нему многообразия,
заполненного асимптотическими к фокусу траекториями.
Теорема 1. 1. Эллиптическое стационарное решение всегда устойчиво по отноше-
нию к возмущению переменных a, ϕ.
2. Стационарное решение, соответствующее круговому цилиндру, согласно (3.7),
(3.9), (4.2), устойчиво по отношению к возмущению переменных a, ϕ при
|pψ| < 2ω0
и неустойчиво при
|pψ| > 2ω0.
Результаты об устойчивости критических периодических решений двухстепенной га-
мильтоновой системы, лежащих на краю бифуркационной диаграммы (комплекса), могут
Рис. 5. Сечение поверхности (3.6) плоскостями pψ = const. Серым цветом выделена область возмож-
ных значений интегралов движения. Выделенная точка соответствует u = 4 (круговому цилиндру),
для которого c1 = 0, т. е. pϕ = −pψ.
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быть естественным образом обобщены на случай трех степеней свободы. В данном случае
можно показать, что вследствие того, что все эллиптические решения соответствуют би-
фуркационной поверхности, расположенной на краю, они являются устойчивыми по всем
переменным a, ϕ, ψ.
5. Круговой цилиндр и аналоги эллипсоидов Якоби
и Дедекинда
В работах Джинса [5], Глоба-Михайленко [3] и Лихтенштейна [19] исследуется проблема
существования фигур равновесия без внутренних течений, близких к круговому и эллип-
тическому цилиндру. В них, в частности, показано, что при угловой скорости вращения ω
кругового цилиндра, удовлетворяющей условию
ω2 =
ω20
2 , (5.1)
от кругового цилиндра «ответвляется» эллиптическое стационарное решение без внутрен-
него течения — аналог эллипсоида Якоби. Кроме того, делается замечание о неустойчивости
кругового цилиндра при ω2 >
ω20
2
по отношению к эллипсоидальным возмущениям, в связи
с тем, что энергия соответствующего эллиптического решения меньше. Обсудим эти резуль-
таты с точки зрения нашего анализа.
Если внутреннего течения нет (т. е. ψ˙ = 0, цилиндр вращается как твердое тело), при-
веденная потенциальная энергия (3.4) принимает вид
Ur = ω20 ln
u
4 +
p2ϕ
2(u− 2) ,
где pϕ — интеграл движения, связанный с угловой скоростью вращения цилиндра ω = ϕ˙
следующим образом:
pϕ = (u− 2)ω. (5.2)
Эллиптические стационарные состояния, отвечающие минимуму приведенной потен-
циальной энергии Ur, соответствуют неподвижным точкам, которые определяются уравне-
ниями (3.1):
p2ϕu− 2ω20(u− 2)2 = 0. (5.3)
Из (5.2)–(5.3) находим угловую скорость вращения эллиптического цилиндра (двумер-
ного аналога эллипсоида Якоби (5.1)) и энергию в точке «бифуркации»:
ω2 =
2ω20
u
∣∣∣∣∣
u=4
=
ω20
2 , H =
ω20
2 .
Кроме того, легко показать, что аналогичный результат получится для двумерного
аналога эллипсоидов Дедекинда (ϕ˙ = 0, ψ˙ = 0).
Этим цилиндрам соответствуют выделенные кривые бифуркационной диаграммы
(рис. 1). На рис. 6 представлена проекция этих кривых на плоскость (c1, c2). Точки от-
ветвления A1, A2 соответствуют критическим значениям
c1 = 0, c2 = ±
√
2ω0.
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            (аналог 
эллипсоида Якоби)
              (аналог 
эллипсоида Дедекинда)
Рис. 6. В точках A1, A2 угловая скорость вращения ω2 = ω20/2, в точках B1, B2 угловая скорость
вращения ω2 = ω20.
Также на рис. 6 выделены точки B1, B2, которые являются точками бифуркации ци-
линдра с внутренним течением (3.11).
Как видно из этого рисунка (см. также рис. 5), потери устойчивости кругового ци-
линдра по отношению к эллиптическим возмущениям в точках A1, A2 (т. е. при ω2 >
ω20
2
)
не происходит, это происходит в точках B1, B2 (т. е. при ω2 > ω20).
Неточность в вышеприведенных работах [5, 3, 19] связана с тем, что энергия при ω2 >
ω20
2
не является функцией Ляпунова, тем не менее существует линейная комбинация первых
интегралов, которая может выступать в роли функции Ляпунова.
6. Неразрывность течения и условия существования
стационарных решений
Если внешнее давление равно нулю, то, согласно Пуанкаре [10], возможно равновесие
жидкого самогравитирующего тела без внутреннего течения, если
ω2
2πGρ
< 1. (6.1)
какова бы ни была форма внешней поверхности.
Доказательство этой теоремы следует из требования, чтобы сила тяжести, то есть рав-
нодействующая силы притяжения и центробежной силы, была направлена на поверхности
внутрь. В этом случае давление внутри жидкости положительно. В работе Лихтенштей-
на [19] показано, что если условие (6.1) не выполняется, то и гидростатические уравнения
равновесия на поверхности нельзя удовлетворить.
Рассмотрим, как условие (6.1) обобщается на случай стационарных эллиптических ци-
линдров с внутренним течением. Как известно [1], давление внутри эллиптического цилин-
дра определяется соотношением
p(t) = p0(t) + σ(t)
(
1− x
2
1
a21
− x
2
2
a22
)
,
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следовательно, условием существования решения является
σ(t) > 0.
Для нахождения σ(t) запишем уравнения Римана для эллиптического цилиндра [14]:
a¨1 + ϕ˙(−a1ϕ˙ + a2ψ˙) + ψ˙(a2ϕ˙− a1ψ˙) = −
2ω20
a1 + a2
+ 2σa1 ,
a¨2 − ϕ˙(a2ϕ˙− a1ψ˙)− ψ˙(−a1ϕ˙ + a2ψ˙) = −
2ω20
a1 + a2
+ 2σa2 .
(6.2)
Для разрешения системы уравнений (6.2) относительно σ исключим слагаемые a¨1, a¨2
с помощью уравнения связи a1a2 = 1, дифференцируя его дважды по времени, с учетом
условия a˙1 = a˙2 = 0. Также воспользуемся явными выражениями для ϕ˙, ψ˙ через интегралы
движения c1, c2 (2.13). В результате получим:
σ =
u(u− 4)ω20 − (u− 4)c22 + uc21
u(u− 2)(u− 4) . (6.3)
Для определения области существования решения построим линии уровня функ-
ции (6.3) как функции двух переменных σ(c1, c2). Переменная u, входящая в уравнение (6.3),
может быть определена как корень уравнения третьей степени (3.5). Причем явного выра-
жения u(c1, c2) в данном случае не требуется, так как достаточно построить поверхность
σ(c1, c2) параметрически, используя уравнения (3.5), (6.3).
На рис. 7 представлены линии равного давления σ(c1, c2) = const для бифуркацион-
ной поверхности (3.6). Границы области существования физического решения отделяются
кривой σ(c1, c2) = 0. В данном случае эта кривая представляет собой две полупрямые
c1 = 0, |c2| > 2ω0. (6.4)
Выше было показано, что точке бифуркации c2 = ±2ω0 (точки B1, B2 на рис. 6) соответ-
ствует угловая скорость кругового цилиндра ω2 = ω20 = 2πGρ.
Напомним также, что в плоскости c1 = 0 (см. рис. 3) лежит часть бифуркационной
кривой (3.7), соответствующей круговому цилиндру (располагается внутри бифуркацион-
ной поверхности (3.6)). Эта кривая определяется соотношением u = 4. Подставляя это
значение в (6.3), получим
σ =
1
2
(
ω20 −
c22
4
)
.
Следовательно, σ > 0 при |c2| < 2ω0 (см. рис. 8). Таким образом, выше точки бифуркации
на ветви кругового цилиндра физического решения не существует.
Отрицательное давление на ветвях, лежащих внутри бифуркационной поверхности,
говорит о том, что в области возможных значений интегралов существуют области от-
рицательного давления. Физически это соответствует тому, что при значениях интегралов,
попадающих в эту область, решение перестает существовать, т. е. цилиндр распадается. Эти
значения интегралов отделяются от физических областей возможных значений поверхно-
стями нулевого давления, т. е. σ = 0.
Поверхности нулевого давления определяются параметрически из уравнений (3.4), (6.3)
и отделяют собой полости внутри бифуркационной поверхности (рис. 9). На рис. 10 при-
ведены сечения области физического решения поверхностями H = const. Анализ областей
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Рис. 7. Линии равного давления эллиптического цилиндра
(при c2 < 0 необходимо сделать симметричное продолже-
ние). Точка A1 соответствует угловой скорости вращения
ω2 = ω20/2 (точке бифуркации цилиндра без внутренне-
го течения). Начиная с этого значения появляется вогну-
тость поверхности. Точка B1 (точка бифуркации цилин-
дра с внутренним течением) соответствует ω2 = ω20 .
Рис. 8. Сечение бифуркационной диа-
граммы (3.6) плоскостью c1 = 0. Пунк-
тирной линией указана область, в ко-
торой σ < 0, т. е. не существует физи-
ческого решения.
отрицательного давления показывает, что они нигде не перекрываются и всегда касаются
бифуркационной поверхности (3.5) только по линии c1 = 0 при |c2| > 2ω0. Кривая (3.7),
соответствующая круговому цилиндру, как и ожидалось, располагается внутри области от-
рицательного давления (проходит через выделенные точки на рис. 10).
Рис. 9. Бифуркационная диаграмма эллиптического цилиндра и поверхности нулевого давления
(обозначены темно-серым цветом).
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Рис. 10. Область возможных значений интегралов (выделена серым цветом) при различных значе-
ниях энергии. Область отрицательного давления, где не существует физическое решение, обозна-
чена белым цветом. Выделенная точка соответствует круговому цилиндру.
Замечание 5. Требование неотрицательности давления в области физического решения име-
ет аналоги в динамике твердого тела, движущегося по плоскости. В данном случае аналогом условия
положительности давления является условие безотрывности, т. е. неотрицательности нормальной
силы реакции при движении по гладкой поверхности (см., например, [15]).
7. Дискуссия
Обсудим некоторые задачи, которые могут быть решены на основании результатов
данной статьи.
В известной работе Лава [8] показано, что жидкий эллиптический цилиндр без внут-
реннего течения является устойчивым по отношению к произвольным возмущениям, если
отношение полуосей
1
3
<
a
b
< 3 (в то время как согласно результатам данной работы
по отношению к эллиптическим возмущениям эти цилиндры всегда устойчивы). Выше бы-
ло показано, что устойчивому цилиндру без внутреннего вращения соответствует лишь
некоторая кривая на бифуркационной поверхности всевозможных эллиптических цилин-
дров с произвольным внутренним вращением (см. рис. 7). Поэтому возникает естественный
вопрос об устойчивости эллиптического цилиндра с внутренним течением по отношению
к произвольным возмущениям, который может быть решен обобщением методов Лава.
Имеются работы, посвященные поиску компьютерными методами неэллиптических фи-
гур равновесия [16, 17], которые также относятся к фигурам, не обладающим внутренним
полем скоростей. В то же время, как мы видели на примере эллиптических цилиндров,
возникновение внутреннего вращения является естественным с физической точки зрения.
Поэтому интересно было бы указать при помощи компьютерных методов новые семейства
неэллиптических фигур равновесия с внутренним полем скоростей.
Отметим также, что, помимо рассматриваемого в данной работе обобщения о реше-
нии Дирихле для жидких цилиндров, известно аналогичное решения для газовых самогра-
витирующих эллиптических цилиндров (для эллипсоидов подобные решения обнаружены
в работах [11, 14]). Эта система не является интегрируемой. Тем не менее, стационарные
решения существуют, и их устойчивость является открытым вопросом.
В заключение отметим, что двумерная задача об эллиптических цилиндрах использо-
валась начиная с Джинса и его современников для качественного объяснения распада звезд
или происхождения двойных звезд и т. п. Как правило, в основе этих заключений лежит
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предположение о том, что при изменении параметров системы (например, в связи с некото-
рыми внутренними процессами или диссипацией) она проходит через последовательность
равновесных конфигураций, среди которых следует искать равновесные двойные конфи-
гурации. С другой стороны, также вероятен сценарий, при котором в процессе эволюции
параметров система приходит к границе устойчивости либо к границе разрывности (области
отрицательного давления). При этом аналитических методов для описания этих процессов
не существует, поэтому было бы интересно использовать компьютерный эксперимент для
моделирования эволюции таких систем, в том числе распадов.
Авторы выражают благодарность Васькину В.В. и Болсинову А.В. за внимание к ра-
боте и полезные обсуждения.
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